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摘　 要： 大数据时代已经来临，海量数据计算要求设计亚线性算法。 本文选择了大数据分析问题中比较重要的问题、即近邻

问题，包括近似最近邻问题、近似 ｋ－最近邻问题以及全 ｋ－最近邻问题，对其亚线性算法的研究现状做了综述。
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０　 引　 言

近年来，大数据概念已经在研究界和应用界越

来越热门，这也表明大数据时代已然来临。 许多应

用已经开始日常处理起 ＴＢ 级数据，比如广为人知

的 ＴｅｒａＳｏｒｔ 应用［１］。 而在一些场景、比如科学数据

中，甚至开始面对 ＰＢ、以及 ＥＢ 级数据，诸如大型综

合巡天望远镜 （ Ｌａｒｇｅ Ｓｙｎｏｐｔｉｃ Ｓｕｒｖｅｙ Ｔｅｌｅｓｃｏｐｅ，
ＬＳＳＴ） ［２］每天生成的数据量就达到 １．２５ ＰＢ。 下面

做一个简单的计算。 设想要通过 ＳＳＤ 固态硬盘来

读取数据，目前 ＳＳＤ 的最大读带宽约为 ６ ＧＢ ／ ｓ，于
是，仅读取 １ ＰＢ 数据就需要 ３４．７ ｈ，读取 １ ＥＢ 数据

甚至需要超过 ４ 年时间。 这表明，在处理大数据时，
串行线性算法的运行时间也有可能是不可接受的。
如何高效地处理这样天文级数量的数据，成为理论

研究界和应用界共同的挑战。 应用界提出的解决办

法一般是并行化，比如淘宝应对双十一的海量事务

处理请求所用的就是阿里云等并行处理平台。 但是

从理论界看来，并行化有以下一些问题［３－４］：
（１）有些问题是无法高效并行化的。
（２）并行化并不能降低问题的复杂度。

（３）并行化带来了通信复杂度和通信瓶颈等问

题。
（４）这也是最重要的一项，并行化有可扩展性

和加速比的问题，即当所使用的处理器数量达到一

定阈值时，再增加处理器将无法降低总运行时间，甚
至还有可能会增加总运行时间。 因此，理论界解决

大数据问题所提出的方案是设计亚线性算法，即时

间复杂度为 Ｏ（ ｌｏｇｋｎ） 或者 Ｏ（ｎρ） 的算法，其中 ｋ ＞
０，ρ ＜ １。 只有设计亚线性算法，才能从根本上降

低算法的时间复杂度，减小处理大数据所需要的时

间。
根据文献［５］提出的理论，亚线性算法分为 ２

类。 其一为纯亚线性算法，即可以直接通过亚线性

算法解决的问题；其二为伪亚线性算法，即经过一个

多项式时间的预处理后，再通过亚线性算法可以解

决的问题。 前者包括判定数组是否为 ε－ｆａｒ 单调问

题，具体算法参见文献［６］。 后者则包括众所周知

的无序数组查找问题，即在无序数组上查找元素，可
以通过花费 Ｏ（ｎｌｏｇｎ） 时间进行排序，再通过 Ｏ（１）
时间的二分查找予以解决。 亚线性算法已经有接近

二十年的研究历史，最初的研究内容集中于属性测



试 ［６－７］，后来又拓展至图算法［８－９］、计算几何［１０］、代
数计算［９］ 等领域。 参见综述文献［１１］。 这些问题

在许多领域都有广泛的应用，比如生物信息［１２］、物
联网［１３］、轨迹分析［１４］、机器学习［１５］、推荐系统［１６］

等。 然而对于近似最近邻领域，其亚线性算法的研

究却还未臻充分。 本文对该问题的亚线性算法的研

究现状做了综述。

１　 全 ｋ－最近邻问题算法概述

全 ｋ－最近邻问题简记作 Ａｌｌ－ｋＮＮ。 关于此问

题的工作最早可以追溯到 １９８３ 年［１７］，且近年来也

一直有关于此问题的研究工作出现［１８－１９］。 此问题

备受各方关注的原因，是因为许多应用都以 Ａｌｌ －
ｋＮＮ 问题作为重要的子程序，比如分类［２０］、凝聚式

聚类［２１］、 图像检索［２２］、 推荐系统［２３］ 以及离群点检

测［２４］等。 在许多类似的应用中，计算 Ａｌｌ－ｋＮＮ 都是

主要的瓶颈［２１］。
由于该问题的重要性，历史上研究者们提出了

许多算法试图高效地解决 Ａｌｌ－ｋＮＮ 问题，这些算法

可以分为以下 ３ 类：
（１）第一类算法。 使用各种不同的技巧来降低

算法的实际运行时间，然而这些算法的最坏时间复

杂度仍为 Ｏ（ｎ２） 不变。 据研究分析可知，这些算法

大致有 ３ 种算法设计技巧。 分述如下。
① 第一种，基于树型的空间索引。 如 ｋ － ｄ

树［２５］和 Ｖｏｒｏｎｏｉ 图［２６］等。
② 第二种，基于空间填充曲线，包括希尔伯特

曲线［２７］和 Ｚ－ｏｒｄｅｒ 曲线［２８］ 等。 空间填充曲线是一

类在高维数据上建立一维索引的方法，基于空间填

充曲线构建的索引具有一种重要特性，即在空间上

相近的点更容易被分配到相近的索引项中。 据文献

［１９， ２９－ ３０］ 中的结果，此性质有助于降低计算

Ａｌｌ－ｋＮＮ时需要计算距离的次数。
③ 第三种，基于近邻传播的思想，即近邻的近

邻仍很有可能是近邻。 ＮＮ－ｄｅｓｃｅｎｔ 算法［３１］ 是提出

此思想的开创性工作，且仍是目前 Ａｌｌ－ｋＮＮ 问题最

好的算法之一。 其他使用此思想的算法一般先以某

种方法作为预处理，再使用近邻传播技巧来提高结

果的精度。 例如，文献［３２］中使用随机分治方法作

为预处理，而文献［３３］中使用局部敏感哈希方法作

为预处理。
（２）第二类算法。 是在并行环境下解决问题。

文献［３４］理论上证明了 Ａｌｌ－ｋＮＮ 问题存在并行最

优算 法， 该 算 法 在 ＣＲＥＷ ＰＲＡＭ 模 型 上 需 要

Ｏ（ ｌｏｇｎ） 时间和 Ｏ（ｎ） 个处理器。 其他工作则致力

于在不同的并行平台上解决 Ａｌｌ －ｋＮＮ 问题，比如

ＭａｐＲｅｄｕｃｅ 平台［３５－３６］和 ＧＰＵ 环境［３７］。
上述算法的最坏时间复杂度上界都为 Ｏ（ｎ２），

第三类算法则不同，现已都被证明了具有更低的时

间复杂度，且都是串行算法，与文献［３４］中给出的

并行算法也不同。 例如，Ｂｅｎｔｌｅｙ［３８］给出了一种多维

分治算法，可以在 Ｏ（ｎ （１） ｄ－１） 时间内解决 Ａｌｌ －
ｋＮＮ 问题，其中 ｄ 是数据的维数。 又如，文献［１７］
中给出的算法需要 Ｏ（ｎ（ ｌｏｇδ）） 时间，其中 δ 是输

入数据点集中最远的一对点和最近的一对点的距离

之比。 再者，文献 ［ ３９］ 中给出的算法声明具有

Ｏ（ｋｄｄｎｌｏｇｎ） 的时间复杂度上界。 最后，研究发现

了文献［３９］中算法的一个错误，在文献［４０］中给出

了严格的证明，证明文献［３９］中的算法的下界为

Ω（ｎ２）， 并提出了新的算法，真正具有 Ｏ（ｎｌｏｇｎ） 时

间上界。

２　 近似最近邻问题算法概述

近似最近邻问题，简记作 ε－ＮＮ，是一个在理论

研究和应用研究方面都很重要、且基础性的问题，自
１９ 世纪 ９０ 年代起就有许多相关的解决算法被提

出，这些算法可以分为 ４ 类，如下所述。
（１）第一类算法，试图直接解决问题，且这些算

法一般都设计了预处理数据结构来支持算法的高效

运行。 Ａｒｙａ 等人［１２］ 研究提出了一种算法，需要

１ ／ εＯ（ｄ）·ｎ 空间， １ ／ εＯ（ｄ） ·ｎｌｏｇｎ 预处理时间以及

１ ／ εＯ（ｄ）·ｌｏｇｎ 查询时间。 另有研究［１３］ 提出的算法

需要 Ｏ（ｄｎ） 空 间、 Ｏ（ｄｎｌｏｇｎ） 预 处 理 时 间 和

（ｄ ／ ε） Ｏ（ｄ）·ｌｏｇｎ 查询时间。 Ｋｌｅｉｎｂｅｒｇ 在文献［１４］
中提出了 ２ 个算法。 其一是确定性算法且达到了

Ｏ（ｄ ｌｏｇ２ｄ（ｄ ＋ ｌｏｇｎ）） 查询时间，使用的数据结构需

要 Ｏ（ （ｎｌｏｇｄ） ２ｄ） 空间和 Ｏ（ （ｎｌｏｇｄ） ２ｄ） 预处理时

间；其二是随机化算法，预处理时间为 Ｏ（ｄ２ ｌｏｇ２ｄ·ｎ
ｌｏｇ２ｎ）， 所需的空间降至为 Ｏ（ｄｎ·ｌｏｇ３ｎ） 但其查询

时间却提升为 Ｏ（ｄｎ·ｌｏｇ３ｎ）。
（２）第二类算法，考虑 ε ＝ ｄＯ（１） 的特殊情况。 文

献［１５］中给出了这种情况下的一个算法，可以在

Ｏ（２ｄ ｌｏｇｎ） 查询时间内回答 Ｏ（ 　 ｄ ） －ＮＮ，且需要

Ｏ（ｄ８ｄｎｌｏｇｎ） 预处理时间和 Ｏ（ｄ ２ｄｎ） 空间。 基于

此，Ｃｈａｎ［１６］ 改进了上述结果，提出了一个可以在

Ｏ（ｄ２ ｌｏｇｎ） 查询时间内回答 Ｏ（ｄ３ ／ ２） － ＮＮ 的算法，
将需要 Ｏ（ ｄ２ｎｌｏｇｎ） 预处理时间和 Ｏ（ｄｎｌｏｇｎ） 空

间。
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（３）第三类算法，试图从另一个角度考虑ε－ＮＮ
问题。 算法利用了数据的一种内生维度，而非原始数

据所存在的欧氏空间的维度。 文献［１７］给出了一个

代表性的工作，该文献中提出的算法的查询时间复杂

度上界为 ２Ｏ（ｄｉｍ（Ｐ）） ｌｏｇΔ ＋ （１ ／ ε）Ｏ（ｄｉｍ（Ｐ）），其中 ｄｉｍ（Ｐ）
为输入点集 Ｐ 的内生维度，Δ 是 Ｐ 的直径。

在上述 ３ 类算法之外，Ｉｎｄｙｋ 等人［１８］ 开创了第

四类算法。 这类算法的关键思想在于定义了一个近

似近邻问题，记作 （ｃ，ｒ） － ＮＮ，然后将 ε － ＮＮ 问题

归约到此问题。 于是解决 ε － ＮＮ 问题的过程就分

为了２部分，一是解决（ｃ， ｒ） － ＮＮ问题，二是设计从

ε － ＮＮ 到（ｃ，ｒ） － ＮＮ 的归约。 目前，有 ３ 个现存工

作设计了从 ε － ＮＮ 到（ｃ， ｒ） － ＮＮ 的归约算法。 对

此拟做阐释分析如下。
（１）第一个归约算法是文献［１８］中提出的，所

构造的数据结构需要 Ｏ（ｎ·ｐｏｌｙｌｏｇ（ｎ）） 空间，其查

询时间为 Ｏ（ ｌｏｇ２ｎ）。
（２） 第二个归约算法［１９］ 将查询时间降低到

Ｏ（ ｌｏｇｎ ／ ε）， 其 预 处 理 时 间 和 空 间 都 为

Ｏ ｄｎ ｌｏｇｎ
ε

ｌｏｇ ｎ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。

（３）第三个算法［２０］ 在预处理阶段调用 （ｃ，ｒ） －
ＮＮ 算 法 来 构 造 数 据 结 构， 其 查 询 时 间 为

Ｏ（ ｌｏｇＯ（１）ｎ），此处的指数 Ｏ（１） 来自于算法的常数

成功概率的要求。 这 ３ 个现存算法的查询时间都是

比较高的，目前已在文献［４１］ 中提出了新的图灵归

约算法，具体查询时间为 Ｏ（１）， 低于所有上述现存

算法 。

３　 近似 ｋ－最近邻问题算法概述

近似 ｋ－最近邻问题，简记作 ｋＡＮＮ 问题，是近

似最近邻问题的自然推广，已在许多应用领域都有

重要应用，比如数据可用性［４２－４４］、数据库查询［４５］、
以及图算法［４６］ 等。 对于 ｋＡＮＮ 问题有 ２ 种近似标

准，分别称作距离标准和召回率标准。 其中，距离标

准要求近似结果集中的点到查询点的最远距离和精

确结果集中的点到查询点的最远距离之比不超过给

定阈值。 召回率标准要求近似结果集和精确结果集

的交集大小不小于给定阈值。 下面将简要讨论现存

工作是如何考虑上述 ２ 个近似标准的。
关于 ｋＡＮＮ 问题的现存算法可以分为 ４ 类。 这

里给出探讨剖析如下。
（１）第一类算法，是基于树的方法。 这种方法

的主要思想是将度量空间递归地划分为子空间，并

组织成树结构。 Ｋ－Ｄ 树［４７］ 是这种思想的代表性工

作，但是这种方法只在低维空间中有效，当维度数升

高时其性能会大幅下降。 Ｖａｎｔａｇｅ ｐｏｉｎｔ 树［４８］ 是另

一种基于树的方法，在方法性能上对 Ｋ－Ｄ 树有所提

升。 ＦＬＡＮＮ 方法［４９］是最近的工作且在高维空间中

有更好的表现，但是却有可能输出非最优的结

果［５０］。 据研究所知，现存的基于树的方法对距离标

准和近似标准都没有理论保证。
（２）第二类算法，是基于置换的方法。 方法的

思想是挑选一个枢轴点的集合，并将每个数据元素

表示成这些枢轴点的一个置换，这个置换是通过将

枢轴点按照和数据元素的距离排序来得到的。 在这

种表示方法中，距离较近的数据元素的置换表示也

相似。 利用这种思想的方法包括 ＭＩ－Ｆｉｌｅ［５１］和 ＰＰ－
Ｉｎｄｅｘ［５２］。 然而，据分析可知，这些方法也没能给出

对距离标准和召回率标准的理论保证。
（３）第三类算法，是基于局部敏感哈希（Ｌｏｃａｌｉｔｙ

Ｓｅｎｓｉｔｉｖｅ Ｈａｓｈｉｎｇ，ＬＳＨ）的方法。 ＬＳＨ 最初由 Ｉｎｄｙｋ
等人［１８］提出，并应用于解决 ｋ ＝ １ 时的 ｋＡＮＮ 问题。
不久之后，Ｄａｔａｒ 等人［５３］ 提出了第一个实用的 ＬＳＨ
函数，此后关于 ＬＳＨ 的理论和应用研究就大量出

现［５４－５５］。 例如，Ａｎｄｏｎｉ 等人［５６］ 证明了基于 ＬＳＨ 的

算法的最优时空下界，并提出了符合下界的最优的

ＬＳＨ 函数［５７］。 在应用方面，Ｇａｏ 等人［５８］提出了一种

致力于弥合 ＬＳＨ 的理论和 ｋＡＮＮ 应用的算法。 可

以参考概述文献［５９］。 基本的 ＬＳＨ 算法只能在 ｋ ＝
１ 的情况下满足距离标准［６０］。 一些较晚近的算法

有更多的进展。 比如 Ｃ２ＬＳＨ［６１］ 解决了距离标准下

的 ｋＡＮＮ 问题，但是却要求近似因子必须是整数的

平方。 ＳＲＳ 算法［６２］ 也是针对距离标准下 ｋＡＮＮ 问

题的算法，但是却只有部分的理论保证，即只有算法

在特定条件下结束时，返回的结果才能满足距离标

准。
（４）第四类算法，是基于图的算法。 在这类算

法中用到的特殊的图称为近似图，其中的边是基于

顶点之间的几何关系定义的。 可以参考概述文献

［６３］。 例如，Ｐａｒｅｄｅｓ 等人［６４］ 使用了 ｋＮＮ 图，Ｏｃｓａ
等人［６５］使用的是相对邻居图（Ｒｅｌａｔｉｖｅ Ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄ
Ｇｒａｐｈ，ＲＮＧ），Ｍａｌｋｏｖ 等人［６６］ 使用的是可导航的小

世界图（Ｎａｖｉｇａｂｌｅ Ｓｍａｌｌ Ｗｏｒｌｄ Ｇｒａｐｈ，ＮＳＷ）。 在这

种基于图的 ｋＡＮＮ 算法中经常用到在近似图上的导

航过程，即选择图上的某一个顶点作为起始点，并按

照某种特定的导航策略来向着目标顶点移动。 据分

析可知这种上述的这些方法都无法在理论上满足距
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离标准和召回率标准。
总之，大部分现存算法在距离标准和召回率标

准上都没有理论近似保证。 在现存工作中，召回率

标准只被用于度量实验结果的好坏程度，距离标准

则只被少数算法部分地满足［６１－６２］。 故在文献［６７］
中提出了将 ２ 个近似标准结合起来的新问题，并提

出了针对该问题的算法，通过理论分析，证明了在输

入服从泊松点过和的情况下，算法返回的结果能够

至少满足其中一个近似标准，并证明了算法的期望

预处理时间复杂度为 Ｏ（ｎｌｏｇｎ）， 期望空间复杂度

为 Ｏ（ｎｌｏｇｎ）， 期望查询时间复杂度为 Ｏ（１）。

４　 结束语

在本文中，研究回顾了近邻问题中的全 ｋ－最近

邻问题、近似最近邻问题及近似 ｋ－最近邻问题，主
要介绍了这些问题现有算法的时间复杂度。 从中可

以看出，这些问题的现有算法的时间复杂度都无法

达到亚线性，因此在可接受的时间内将无法在 ＰＢ
级大数据上求得计算结果。 研究者应该更多关注于

亚线性时间算法的设计与分析，从而能够应对大数

据时代的高效计算需求。
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